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Resumen

Esta investigacion analiza el proceso que siguen los estudiantes de la Licenciatura en
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemiticas en Educacién Secundaria al justificar férmulas
de superficie de poligonos en un ambiente de geometria dindmica con el software
GeoGebra. Se aplicé una ingenieria diddctica con 23 estudiantes de cuarto semestre
mediante nueve guias diddcticas centradas en la construccién de cuadrildteros, tridngulos y
poligonos regulares. El estudio reporta cémo los participantes transitan de la rigidez
geométrica del ldpiz y papel hacia el arrastre, la animacién y la identificacién de invariantes.
Los resultados muestran que la visualizacién dindmica aporta elementos para construir
argumentaciones matemadticas sobre las férmulas de drea, reconocer propiedades geométricas
y generalizar procedimientos. Se concluye que la geometria dindmica, articulada con guias
diddcticas disefiadas con fines especificos, favorece la construccién del razonamiento
geométrico en la formacién inicial docente.
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Abstract

This research analyzes the process that students of the Bachelor's Degree in Teaching and
Learning of Mathematics in Secondary Education follow when they justify surface area
formulas of polygons in a dynamic geometry environment with GeoGebra software. A
didactic engineering approach was applied with 23 fourth-semester students through nine
didactic guides centered on the construction of quadrilaterals, triangles, and regular
polygons. The study reports how participants move from the geometric rigidity of pencil
and paper toward dragging, animation, and the identification of invariants. The results show
that dynamic visualization contributes elements for the construction of mathematical
arguments about area formulas, the recognition of geometric properties, and the
generalization of procedures. The work concludes that dynamic geometry, articulated with
didactic guides designed for specific purposes, favors the construction of geometric
reasoning in initial teacher education.

Keywords: dynamic geometry, mathematical visualization, teacher education.
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Introducciéon

La ensefianza de la geometria euclidiana ha transitado por importantes
transformaciones durante las tltimas décadas. Los recursos informaticos, y en
particular el software de geometria dindmica, han transformado el tratamiento
didictico de los objetos geométricos al ofrecer entornos donde el estudiante
manipula, arrastra y experimenta con las propiedades de figuras planas
(Sandoval-Ciceres, 2009). Estas tecnologias introducen una forma distinta de
trabajar con representaciones, ya que ofrecen flexibilidad, repeticién y
reconstruccion, atributos que el ldpiz y el papel no logran reproducir (Borba &
Villarreal, 2005).

La incorporacién de software de geometria dindmica en el aula ha generado
evidencia sobre su incidencia en el desempefio matematico. Por ejemplo, el
trabajo de Arias-Cabezas et al. (2003) reporta un incremento del 25% en el
aprendizaje de las matemiticas en una muestra de 15,000 estudiantes espafioles
de ensefianza secundaria, y Pumacallahui-Salcedo et al. (2021) documentan
resultados similares con GeoGebra en el contexto peruano, donde el software
demostré potencialidad para reequilibrar una ensefianza que, apoyada
exclusivamente en pizarra y plumén, tiende a la mecanizacién de los
procedimientos geométricos. El trabajo se interesa por lo que ocurre dentro de
ese contexto, en concreto por los procesos cognitivos que median entre la
manipulacién de la figura dindmica y la construccién de un argumento
geométrico, es decir, la visualizacién, la construccién y la justificacién como
procesos articulados.

Introducir la geometria dindmica en el aula no resuelve por si solo uno de
los problemas mids persistentes de la educacién matematica, es decir, el trdnsito
de la validacién empirica hacia el argumento con estructura deductiva. Un
estudiante puede constatar en pantalla que una propiedad se conserva al
arrastrar la figura y, aun asi, no producir una justificacién matemadtica de por
qué eso ocurre. Balacheff (1993) documenté esta problemitica entre la
conviccién empirica y la prueba formal, y Sdnchez-Sénchez (2003), con Cabri-
Géometre, mostré que las actividades en ambientes dindmicos no garantizan
por si mismas ese trdnsito. Otros estudios como el Dalcin-Oliveira (2013)
demuestran que el arrastre si produce conviccién sobre la certeza de una
conjetura, pero la conviccién no equivale a la justificacién. Ese es el problema
que este trabajo atiende.

En el escenario mexicano, se identifica un antecedente en el proyecto
Ensefianza de las Matemiticas con Tecnologia (EMAT), iniciado en 1997 por
la Subsecretaria de Educacién Bdsica y Normal en conjunto con el Instituto
Latinoamericano de la Comunicacién Educativa (Ursini-Legovich &
Orendain-Tremear, 2000). El proyecto se implement6 de forma experimental
en 15 escuelas secundarias pablicas de ocho estados de la republica, con el reto
de elevar la calidad de la ensefianza de las matemdticas, renovar la formacién
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de profesores, promover el uso de las nuevas tecnologias y actualizar los
métodos y contenidos de la matemitica escolar. Para geometria dinimica,
EMAT propuso el trabajo con Cabri-Géométre planteando la exploracion, la
elaboracién de conjeturas y la verificacién préctica de teoremas geométricos.
En el plano internacional, el trabajo de Pérez-Sanz (2002) documenta una
experiencia similar en Espafia, con actividades, tutoriales y guias didacticas para
la geometria escolar basadas en Cabri y su aplicacién Cabriweb, pensada para el
aula con o sin conexién a internet.

Estos proyectos representan un referente sobre las posibilidades didacticas
del software de geometria dindmica en contextos escolares reales. A partir de
esa base, cobra sentido preguntarse qué tipo de experiencia matemdtica
propicia ese entorno y bajo qué condiciones cognitivas el estudiante construye
conocimiento geométrico a través de él. Esa pregunta remite a los fundamentos
sobre cémo aprenden las personas cuando afrontan situaciones matematicas.

Si se asume que el conocimiento se construye como resultado de afrontar
situaciones y no como una mera acumulacién de informacién, entonces la
didictica debe otorgar un papel protagénico a la seleccién de experiencias con
sentido. De acuerdo con Piaget (1955), las experiencias habilitan la
construccién de esquemas o modelos mentales que se amplian y se vuelven
sofisticados mediante un proceso continuo de asimilacién y acomodacién. Por
lo tanto, las situaciones para la ensefianza, en vez de reducirse a trabajos
procedimentales, tendrian que ampliarse hacia actividades que pongan en juego
los saberes previos, con escenarios donde los estudiantes experimentan e
interiorizan experiencias de aprendizaje. Un ambiente de geometria dindmica
permite al estudiante explorarla desde una perspectiva variacional, con lo cual
reconoce invariantes y propiedades de los objetos geométricos. Para la
didictica, esto representa un escenario donde se pueden plantear preguntas,
comprobar hipétesis o construir argumentos, con herramientas de arrastre,
traslacion, rotacién y reflexién que operan sobre la representacién.

Un docente de matemiticas no aprende geometria del mismo modo que
otros estudiantes. Ademds de dominar el contenido, necesita ser capaz de
justificar las férmulas y propiedades que mas adelante pedird a sus alumnos que
usen. Cuando a eso se agrega el trabajo con software de geometria dindmica, la
demanda se amplia, pues el docente en formacién debe aprender a razonar con
la herramienta y, a la vez, anticipar cémo esa herramienta puede operar en su
propia aula. El contexto de este estudio es la Licenciatura en Ensefanza y
Aprendizaje de las Matematicas en Educacién Secundaria, plan 2018, cuya
malla curricular incorpora la geometria dindmica como eje transversal en cursos
como Razonamiento Geométrico, Magnitudes y Medidas, Trigonometria y
Geometria Plana y del Espacio.

Con el propésito de caracterizar el punto de partida del grupo, se aplicé un
instrumento diagnéstico de 20 preguntas sobre conocimientos bdsicos de
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geometria euclidiana, que incluyé nociones generales, cilculo de perimetro y
superficie de cuadrildteros, tridngulos, poligonos regulares y circulo. La media
de aprovechamiento fue de 6.2 sobre 10, con desempefio particularmente bajo
en poligonos regulares y figuras compuestas. El patrén mds consistente no fue
el error de célculo sino la ausencia de justificacién, pues los estudiantes
aplicaban las férmulas sin poder dar cuenta de su origen ni de las propiedades
geométricas que las sustentan. Este hallazgo adquiere relevancia si se considera
que el Plan de Estudios de Matemaiticas para Educacién Secundaria
(Secretaria de Educacién Publica [SEP], 2011) establece que los alumnos
deben justificar y usar las férmulas para calcular perimetros, dreas y volimenes,
y que los participantes de este estudio serdn quienes conduzcan esa tarea con
sus propios grupos. Aprender a justificar las férmulas, entonces, no es solo un
contenido matemdtico pendiente, es una condicién para ensefiar.

La investigacién se desarrolla alrededor de dos preguntas. ;Qué fenémenos
de visualizacién emergen cuando los estudiantes de la Licenciatura en
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemidticas en Educacién Secundaria
construyen figuras geométricas en un ambiente de geometria dindmica con
GeoGebra, y cémo se articulan con la produccién de argumentos matemadticos
sobre las férmulas de superficie?, y ¢De qué manera el arrastre incide en la
superacién de la rigidez geométrica y en la generalizacién de propiedades a
distintas categorias de poligonos?

Fundamentos tedricos
Visualizacién matemaitica
De acuerdo con Steen (1988), las operaciones visuales en el estudio de las
matemdticas bdsicas tienen un impacto importante en la construccién y la
comprensién de los conceptos. La visualizacién se pone en juego cuando el
sujeto analiza y determina caracteristicas, relaciones y propiedades de los
objetos matemdticos que se representan. Las imdgenes o representaciones
grificas contienen informacién matemdtica que debe ser identificada y
reconocida, tarea que en ocasiones genera obsticulos para los estudiantes.
Arcavi (2000) define la visualizacién como la habilidad que surge como
resultado de la creacién, interpretacién, uso y reflexién sobre imdgenes y
diagramas, ya sea en la mente, en papel, o con herramientas tecnoldgicas, con el
propésito de representar y comunicar informacién, pensar ideas previamente
desconocidas y avanzar en la comprensién de las matematicas. Arcavi (2015)
identifica tres dimensiones de la visualizacién en la educacién matemitica.
Primera, la visualizacién como medio para la toma de conciencia, relacionada
con el momento que Freudenthal (1991) denominé “ajd”, cuando las piezas
encajan y las ideas se conectan. Segunda, la visualizacién y la sistematicidad,
que sefiala sobre los engafios que pueden provocar las representaciones, ante los
cuales el argumento matemdtico ayuda a despejar dudas. Tercera, la
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visualizacién y la prueba, que se refiere a la transformacién visual de figuras
como parte de una cadena deductiva y de una secuencia explicativa que lleva de
la premisa al enunciado por probar.

Sin embargo, trabajar con representaciones no es una tarea trivial. Duval
(2006) advierte que los objetos matemdticos solo son accesibles a través de sus
representaciones, lo cual coloca en el centro del aprendizaje la capacidad de
moverse con coherencia entre distintos modos de representar un mismo objeto,
ya sea una figura, una expresién algebraica o una descripcién verbal. Esa
conversién entre registros es una de las fuentes de dificultad mas documentadas
en la educacién matemidtica (Hitt, 1998; Eliaj et al., 2006), y representa el
escenario donde la geometria dindmica ofrece condiciones distintas a las del

lipiz y papel.

Geometria dinamica y Espacio de Trabajo Geométrico

La geometria dindmica se concibe como un instrumento de naturaleza
semidtica que habilita la representacién del objeto geométrico. El
razonamiento geométrico se enriquece tanto por la visualizacién de la
representacién como por las argumentaciones que se exponen a partir de la
percepcién y el razonamiento (Larios-Osorio, 2006).

Para articular el nivel matematico con el nivel cognitivo de la actividad
geométrica, Kuzniak et al. (2016) proponen el Espacio de Trabajo Geométrico
(ETG), un modelo disefiado para analizar cémo el estudiante construye
significados al trabajar con problemas matematicos. El ETG opera en dos
planos simultineos. En el plano epistemoldgico, la actividad geométrica se
organiza a partir de los objetos concretos del espacio real, los artefactos
disponibles (en este caso, las herramientas del software de geometria dindmica)
,y €l marco teérico que define los elementos y propiedades geométricas. En el
plano cognitivo, la construccién de conocimiento se produce mediante tres
génesis articuladas: la génesis figural, vinculada a la visualizacién y la
representacién; la génesis instrumental, que corresponde al uso de los artefactos
del software como el arrastre, la traslacién y la rotacién; y la génesis discursiva,
que se expresa en la argumentacién y la prueba. Lo que el ETG aporta como
herramienta analitica es la posibilidad de rastrear cémo esos tres procesos se
articulan cuando el estudiante justifica una férmula geométrica, que es el objeto
de andlisis de esta investigacion.

Para que las tres génesis del ETG operen de forma articulada, el ambiente
de trabajo debe ofrecer condiciones que vayan mds alld de la representacién
canénica que aparece en los libros de texto. Las herramientas digitales amplian
ese repertorio al poner a disposicién del estudiante multiples formas de
representar un mismo objeto matemadtico, desde la figura animada hasta la
expresién algebraica o la descripcién verbal, con lo cual se amplia también el

campo de significados posibles (Biehler, 1994). Esa diversidad no es un fin en
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si misma, por ejemplo, Christou et al. (2005) y Yerushalmy (1997) documentan
que las experiencias didécticas con distintas formas de representacién motivan
la generalizacién y la identificacién de invariantes, procesos que corresponden
directamente a la génesis discursiva del ET'G. Presmeg (2006) agrega que las
actividades que promueven la construccién de imdgenes contribuyen de forma
positiva a la comprensién matemadtica, lo que conecta con la génesis figural.
Cuando el estudiante arrastra una figura, verbaliza lo que observa y produce un
argumento, las tres génesis ocurren de forma encadenada, no por separado.

Rigidez geométricay arrastre

El concepto de rigidez geométrica remite a la exploracién limitada que produce
el trazo de una figura plana en el cuaderno o block de dibujo. Al trazar, por
ejemplo, un romboide sobre papel, el dibujo obstruye la exploracién de
propiedades como los dngulos opuestos, la longitud de los lados paralelos o la
relacién del punto de interseccién de las diagonales (Larios-Osorio, 2006). En
contraste, el arrastre, rasgo caracteristico del software de geometria dindmica,
permite la modificacién controlada de la figura sin que esta pierda sus
propiedades definitorias. Gracias al arrastre, el estudiante puede someter sus
conjeturas a prueba directamente sobre la figura, algo que el trazo estitico no
permite. El arrastre genera una demanda cognitiva que va mas alli de observar
cémo se mueve la figura. Cuando el estudiante modifica un poligono y constata
que ciertas propiedades se mantienen sin importar la posicidn, enfrenta la
necesidad de nombrar esa invariancia y de explicar por qué ocurre. Ese trinsito
de la imagen a la palabra es el que da pie a la argumentacién, que Zazkis et al.
(1996) documentan que se produce como el movimiento entre una
representacion visual y su expresion verbal. Falcade et al. (2007) sefialan que ese
proceso ocurre porque el estudiante tiene control sobre las herramientas y
construye representaciones a partir de sus propias acciones, y no de
instrucciones externas. En ese sentido, el software amplia el campo de
experiencias disponibles (Biehler, 1994), y con ello, las oportunidades de que la
génesis discursiva, la argumentacién y la prueba tenga algo concreto sobre qué
operar.

Método

Perspectiva metodoldgica y disefio

La investigacién se apoya en la ingenieria diddctica como metodologia, cuya
denominacién proviene de la semejanza con el trabajo de un ingeniero, quien
para ejecutar un proyecto se apoya en el conocimiento cientifico que domina y
se somete a un control de tipo cientifico (Artigue, 1995). A diferencia de otras
metodologias cualitativas, la ingenieria didactica describe lo que ocurre en el
aula, pero ademds disefia las condiciones de ensefianza, las pone en prictica y
confronta lo previsto con lo obtenido. Su proceso se organiza en cuatro fases.
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La primera es el andlisis preliminar, donde se examinan los antecedentes
tedricos y empiricos del contenido a ensefiar, la ensefianza tradicional y sus
efectos, y las concepciones previas de los estudiantes. En este estudio, esa fase
produjo dos insumos, una revisién de la literatura sobre geometria dindmica y
justificacién matemdtica, y un instrumento diagnéstico de 20 preguntas
aplicado al grupo participante, cuyos resultados revelaron aplicacién mecédnica
de férmulas y dificultad para distinguir categorias préximas de poligonos.

La segunda fase es la concepcién y el anilisis a priori, donde se disefian las
situaciones didacticas y se anticipan las respuestas probables de los estudiantes.
Con base en el diagndstico, se disefiaron nueve guias diddcticas organizadas en
tres bloques: cuadrilateros, tridngulos y poligonos regulares. Cada guia establece
una secuencia de construccién en GeoGebra, un reto-actividad que demanda la
construccién animada con deslizadores, y preguntas que llevan al estudiante a
argumentar las propiedades y férmulas del poligono construido. El anilisis a
priori anticipé, para cada actividad, las dificultades probables y los
procedimientos esperados.

La tercera fase es la experimentacién, que consiste en la puesta en practica
de las situaciones disefiadas. Las actividades se desarrollaron en sesiones
semanales en el laboratorio de cémputo de la institucién, con tareas
asincrénicas en la plataforma Schoology. Las producciones de los estudiantes,
archivos de GeoGebra, respuestas escritas y conclusiones, se registraron en un
repositorio digital en Teams y fueron complementadas con observaciones de
aula. La cuarta fase es el andlisis a posteriori y la validacién, donde se confronta
lo previsto en el disefio con lo efectivamente producido por los estudiantes. El
andlisis siguié un proceso cualitativo en tres momentos: clasificacién de
respuestas por actividad, confrontaciéon entre el andlisis a priori y las
producciones reales, y triangulacién con los registros de observacién. La
validacién es interna, ya que se sustenta en la coherencia entre las hipétesis del
disefio y los datos recogidos durante la experimentacion.

Participantes y contexto

Los participantes fueron 23 estudiantes de cuarto semestre de la Licenciatura
en Ensefanza y Aprendizaje de las Matemiticas en Educacién Secundaria,
plan 2018, de una Escuela Normal en el Estado de México. La mayoria son
oriundos del Estado de México, de nivel socioeconémico medio y medio-bajo.
La institucién cuenta con dos laboratorios de cémputo con acceso a Internet,
infraestructura acorde con las recomendaciones para el uso de Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacién en la educacién normalista.

Estudio diagnéstico
Como parte del andlisis preliminar, se aplicé un formulario electrénico con
Google Forms cuyo propésito fue reconocer el dominio de los conocimientos
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basicos de la geometria euclidiana y el uso de férmulas para resolver problemas
de perimetro y superficie. El instrumento contemplé 20 preguntas distribuidas
en nociones generales de geometria y cilculo del perimetro y superficie de
cuadrildteros, tridngulos, poligonos regulares y circulo. La media de
aprovechamiento fue de 6.2 sobre 10, con desempefio bajo en poligonos
regulares y figuras compuestas. La Tabla 1 concentra los resultados por
contenido, con las tasas de acierto y error y una observacién por caso.

Tabla 1
Resultados del diagndstico por contenido geométrico.
Contenido % Acierto % Error Observaciéon
Rombo (perimetro) 75 25 Reconocen que los cuatro lados son congruentes
Rombo (superficie) 25 75  No recuerdan la férmula ni identifican las diagonales

Requiere aplicar Teorema de Pitdgoras para obtener

Trapecio (perimetro) 50 50 medidas faltantes
E lado: férmul: i is dificuls

Trapecio (superficic) 1 g8 .rr’or acumulado: férmula desconocida mas dificultad con
Pitdgoras

Tridangulo (T d

Vr@ngu o (Teorema de 63 37  La mayoria aplica correctamente el teorema

Pitagoras)

Tridngulo (perimetro) 63 37 Resultado coherente con el anterior

Tl (Grefst) 38 2 Confunden la altura con un segmento ya conocido del
problema

Romboide (perimetro) 81 19 Reconocen que los lados opuestos son congruentes

ot o st 50 50 La mitad no identifica la altura como perpendicular a la

base

Cuadrado inscrito en . . .
No relacionan el radio con la diagonal para obtener el

c1rcunfe.renc1a (perimetro y 44 56 lado

superficie)

Circulo (superficie) 69 31 Recuerdan la férmula al tener el radio disponible
Cuadrado y rectangulo

., . 56-63 37-44 Confunden igualdad de dreas con igualdad de perimetros
(perimetro y superficie)

Poligono regular Aplican la férmula cuando se proporcionan el lado y la

: . 75 25
(perimetro y superficie) apotema
Figura compuesta 19-25 7581 Mayor dificultad: requiere descomponer la figura y
(perimetro y superficie) razonar por partes

Los resultados del instrumento revelaron tres patrones que orientaron el
disefio de las gufas. El mas extendido fue la aplicacién de férmulas sin
comprensién de su origen, visible tanto en los errores del rombo y el romboide
como en los del poligono regular, donde los estudiantes no lograban identificar
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los elementos geométricos que las férmulas expresan. La Figura 1,
correspondiente al reactivo del octidgono regular, ilustra este patrén; aunque el
75% del grupo respondié correctamente al contar con la apotema y el lado
como datos explicitos, las respuestas incorrectas revelan que quienes erraron no
comprendian el papel de la apotema en la férmula. Un segundo patrén fue la
confusién entre categorias préximas, como rombo y romboide, o trapecio y
trapezoide, lo que sefial6 la necesidad de actividades donde las propiedades
definitorias de cada figura fueran verificables mediante el arrastre. El tercer
patrén, y el de mayor incidencia, correspondié a las figuras compuestas, con
tasas de error superiores al 75%, que evidenciaron la dificultad de descomponer
una figura cuando esa habilidad no se ha construido previamente con figuras
simples.

Figura1
Resultados del diagndstico en el contenido de perimetro y superficie del poligono regular

Disefio de la ingenieria didactica

A partir de este diagnéstico se disefiaron nueve guias didacticas distribuidas en
tres bloques: cuadrildteros, tridngulos y poligonos regulares. El orden no es
casual, ya que cada férmula se construye apoyindose en la que se argumentd
antes, de modo que el rectingulo es la primera referencia, de ahi se deriva el
romboide, del romboide el tridngulo, y del tridngulo los poligonos regulares.

El bloque de cuadriliteros parte de la diferencia entre paralelogramos
(cuadrado, rectingulo, rombo y romboide), trapecios (rectingulo, isésceles y
escaleno) y trapezoides (simétrico y asimétrico). Las primeras cuatro guias
llevan al estudiante a construir y animar cada figura con deslizadores, de modo
que el arrastre ponga a prueba la definicién en cualquier posicién. Las guias
siguientes trabajan la justificacién de las férmulas mediante transformaciones
geométricas visibles en pantalla. Para el romboide, un tridngulo se traslada
hasta convertir la figura en un rectdngulo de drea equivalente. Para el trapecio,
se duplica la figura, se rota 180° y aparece un romboide ya conocido. Para el
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trapezoide simétrico, la figura se separa en dos tridngulos congruentes que
comparten la diagonal mayor.

En el bloque de tridngulos, tras construir y animar los cinco tipos, la
justificacion de la férmula parte de un tridngulo cualquiera. El estudiante traza
paralelas desde sus vértices, genera un paralelogramo y constata que el
tridngulo original y el obtenido por reflexién son congruentes. De ahi, la
térmula se deriva de ahi, como la mitad del drea del paralelogramo. Los
poligonos regulares, —pentdgono, hexdgono y heptdgono—, se construyen
mediante rotaciones sucesivas de un tridngulo central cuyo dngulo se obtiene
por razones trigonométricas. La férmula general surge al reconocer que
cualquier poligono de 7 lados se descompone en n tridngulos congruentes cuya
altura es la apotema.

En los tres bloques, cada guia tiene la misma estructura, con instrucciones
de construccién paso a paso en GeoGebra. Esto constituye un reto que pide
construir la figura de forma animada con deslizadores, ademds de la resolucién
de preguntas donde el estudiante escribe su argumentacién. La Figura 2
muestra la clasificacién de cuadrildteros que opera como punto de partida del
primer bloque.

Figura2

Clasificacion de cuadrilteros empleada en el disesio de las actividades.

La Figura 3 muestra el formato completo de la primera guia del bloque de
cuadriliteros, dedicada a la construccién del cuadrado. Su estructura es
representativa de las nueve guias del disefio. Cada una incluye un encabezado
institucional con los datos del estudiante y del facilitador, una secuencia
numerada de instrucciones para GeoGebra con las herramientas especificas
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que deben usarse en cada paso, preguntas que solicitan calcular y justificar el
perimetro y la superficie del poligono construido, y un reto final que pide
construir una versién animada de la figura con deslizadores y enviarla a la
plataforma Schoology.

Figura3
Guia diddctica correspondiente a la actividad 1 del bloque de cuadrildteros (construccion del
cuadrado).

Analisis

El anilisis fue de corte cualitativo y tomé como unidad las producciones de
cada actividad. Las respuestas escritas en los cuadros de texto de GeoGebra y
en las guias se clasificaron segin la argumentacién ofrecida y los recursos del
software empleados, y se confrontaron con lo previsto en el disefio de cada
actividad. Esta confrontacién entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori
es el momento central de la validacién en la ingenieria didéctica, ya que su
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propésito no es Gnicamente constatar si los estudiantes lograron lo esperado,
sino identificar los aportes no anticipados, los procedimientos alternativos y los
alcances que la actividad abrié mds alla del disefio. La comparacién se triangulé
con los registros de observacién de aula y con la evidencia visual de las
construcciones.

El tratamiento de las producciones se orienté por las dos preguntas de
investigacién y se organizé en torno a tres categorias de andlisis. La primera
fue la identificacién de invariantes mediante el arrastre, que atiende la pregunta
sobre la incidencia del arrastre en la superacién de la rigidez geométrica. Aqui
se identificaron qué propiedades reconocieron los estudiantes como invariantes
bajo la animacién de los deslizadores, y qué casos limite, como la degeneracién
del rombo cuando los lados coinciden en un mismo segmento, quedaron
expuestos por el movimiento.

La segunda categoria fue la articulacién entre visualizacién y argumento,
vinculada a la pregunta sobre los fenémenos de visualizacién. El andlisis
atendié cémo los estudiantes pasaron de la imagen construida a la justificacién
escrita, qué transformaciones geométricas aplicaron (traslacién, rotacion,
reflexién), y si el argumento final se apoyé en la manipulacién visual, en los
criterios formales, 0 en una combinacién de ambos. Esta categoria recupera las
tres génesis del ETG propuesto por Kuzniak et al. (2016), figural, instrumental
y discursiva, como lentes para describir los transitos entre la construccién y la
argumentacion.

La tercera categoria fue la generalizacién, que corresponde a la segunda
parte de la pregunta sobre el arrastre y a la relacién entre la visualizacién y la
prueba. Se revis6 c6mo, a partir de un caso particular, los estudiantes producian
férmulas aplicables a toda una familia de poligonos, ademds de identificar qué
papel jugé la construccién animada en ese trinsito del caso al enunciado
general.

Resultados

El anilisis de las producciones de las nueve actividades se organizé en torno a
los tres ejes definidos en la seccién de método, la identificacién de invariantes
mediante el arrastre, la articulacién entre visualizacién y argumento, y la
generalizacién. Cada eje atiende una de las dos preguntas que orientan la
investigacién. La presentacién de los resultados sigue ese orden, con el material
de las actividades incorporado como evidencia dentro de cada eje, y se cierra
con una tabla comparativa entre los hallazgos del diagnéstico y los de la
intervencion.

Identificaciéon de invariantes mediante el arrastre
El arrastre se observé como un dispositivo que obligé al estudiante a hacer
visibles las propiedades de cada poligono en el momento mismo de la
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construccién. Los hallazgos en este eje aparecieron en las actividades que
requirieron una construccién animada con deslizadores.

En la actividad del rombo, dos deslizadores controlaban la longitud del lado
y la amplitud del dngulo en un rango de 0 a 27 con incrementos de =. Al
detener la animacién en cualquier momento, los estudiantes observaron que la
figura no siempre conserva las propiedades de un rombo, ya que en los 360° y
180° los lados coinciden sobre rectas horizontales y la figura degenera. Este
hallazgo es importante porque moviliza la concepcién estitica del poligono,
donde el rombo aparece como una imagen prototipica del libro de texto, hacia
una concepcién variacional donde la clase geométrica se define por el conjunto
de propiedades preservadas bajo la variacién de los parimetros. El arrastre hizo
visibles los casos limite, tarea que el lipiz y el papel no permitirian.

En la actividad del trapecio escaleno, el arrastre aparecié como herramienta
diagnéstica. Cuando el estudiante no habia empleado correctamente la
herramienta paralela durante la construccién, la animacién del deslizador puso
al descubierto que los segmentos se cruzaban o perdian su disposicién, y la
figura dejaba de ser un trapecio. Varios participantes generaron, como reto, una
figura sin par de segmentos paralelos, lo que se interpreta como confusién entre
trapecio escaleno y trapezoide. El error quedé expuesto en pantalla y abrié la
discusién sobre el criterio de paralelismo que distingue ambas categorias.

En la actividad del romboide, los deslizadores controlaron la longitud del
lado y la amplitud del dngulo . La construccién animada permitié a los
estudiantes constatar que la férmula del perimetro, P = 2(a + 4), y la férmula
del drea, 4 = 4 - 5, se sostienen para todo valor de los pardmetros. El grupo
formulé también una expresién alternativa para el drea en términos del dngulo
entre lados adyacentes, 4 = a - & * sen 8, equivalente a la férmula cldsica cuando
se sustituye 4 = 4 - sen f. La invariancia de ambas expresiones bajo la animacién
de los deslizadores constituyé el argumento central para sostener la generalidad
de la férmula. En palabras de un participante, el problema didéctico va mds alld
de dibujar un romboide, ya que reside en construir un romboide animado que
conserve sus propiedades para todo valor del parimetro.

Articulacién entre visualizacién y argumento
Este eje atiende la pregunta sobre los fenémenos de visualizacién y su relacién
con la produccién de argumentos sobre las férmulas. El analisis muestra que los
estudiantes transitaron de la imagen construida a la justificacién escrita
mediante transformaciones geométricas observables en pantalla, y que los
argumentos finales combinaron, en distintas proporciones, la manipulacién
visual con los criterios formales de la geometria euclidiana.

El procedimiento se observa con claridad en la justificacién de la férmula
del romboide. Los estudiantes trazaron una recta perpendicular a 4B que pasa
por el punto E, marcaron la interseccién con el lado paralelo opuesto, y

Revista de Estudios en Prdctica Docente e Innovacion Educativa 1(2)



‘30 Marco Polo Mendoza Martinez

delimitaron el tridngulo D'’EA. Con la herramienta de traslacién, ese tridngulo
se desplazé mediante el vector #, y el romboide se transformé en un rectingulo
EDCE'. Como la transformacién preserva el drea, y la férmula del rectingulo
habia sido argumentada en la actividad previa, el grupo derivé que el drea del
romboide es 4 = B - 4. La argumentacién se apoyé en la equivalencia visible
entre las dos figuras tras la traslacién, y no en la férmula memorizada.

Como retroactividad de la quinta actividad, los participantes justificaron la
férmula del rombo. Para el perimetro, el grupo propuso dos expresiones
equivalentes, P = 44 en términos del lado, y p =2y/p2+42 en términos de las
diagonales mayor (D) y menor (), aprovechando que el rombo se descompone
en cuatro tridngulos rectingulos cuyos catetos son las semidiagonales. Para el
drea, la justificacién visual parti6 de reconocer que las dos diagonales del rombo
son perpendiculares y que la figura puede inscribirse en un rectingulo de lados
Dy d. La descomposicién mostré que el drea del rombo es la mitad del drea del
rectangulo, de donde 4 = Td

Un aporte del grupo no anticipado en el anilisis a priori, fue reconocer que
dos lados adyacentes del romboide pueden ser leidos como vectores, con lo que
el drea del romboide corresponde con el médulo del producto vectorial de los
vectores involucrados. La visualizacién apoy6 esta interpretacion al mostrar las
perpendiculares construidas a los puntos 4 y B. Este salto conceptual, del plano
geométrico cldsico al tratamiento vectorial, surgié en la discusién sin estar
previsto en la guia, lo que constituye un aporte inesperado que la confrontacién
entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori dejé al descubierto.

La justificacién de la férmula del trapecio siguié un procedimiento
equivalente. Los estudiantes construyeron el trapecio ABCD, lo trasladaron
mediante el vector u y rotaron el segundo trapecio 180°% la unién de ambos
formé un romboide. La altura del romboide qued6 identificada con la
perpendicular trazada de el que pasa por C, altura compartida por los dos
trapecios. Como la base del romboide coincide con la suma de la base mayor y
la base menor del trapecio (B + &), y la férmula del romboide ya habia sido
argumentada como base por altura, los participantes derivaron que el drea de
un trapecio equivale a la mitad del drea del romboide compuesto:4 = BEbh

La actividad del tridngulo aporté la articulacién mds explicita entre lo visual
y lo formal. La justificacién de la congruencia entre el tridngulo original y el
obtenido por reflexién es la parte mds sustantiva del razonamiento. Una
participante combiné dos tipos de argumento.

El primero, visual, consistié en sefialar que con una rotacién y una traslacién
un tridangulo se superpone al otro. El segundo, formal, consistié en aplicar los
criterios de congruencia de la geometria euclidiana. A partir de la
superposicion, se argumenté que si el romboide tiene superficie B x 4 y se
compone de dos tridngulos congruentes, la férmula del tridngulo es " 1a
articulacién de los dos argumentos evidencia los tres procesos cognit%vos del
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ETG (Kuzniak et al., 2016): la génesis figural en la imagen, la génesis
instrumental en el uso del software y la génesis discursiva en la argumentacién
escrita.

La verbalizacién escrita dentro de los cuadros de texto del propio
GeoGebra cumplié una funcién especifica. La consigna de redactar la
justificacién obligé al estudiante a seleccionar los elementos centrales de la
imagen y organizarlos como prosa matemitica. Esta operacién no duplica la
imagen, la traduce a otro sistema semiético, lo que coincide con los hallazgos
de Zazkis et al. (1996) sobre el trinsito entre representaciones visuales y
verbales.

Generalizacién

Este eje recupera la pregunta sobre el papel del arrastre en la generalizacién de
propiedades a distintas categorias de poligonos. El hallazgo central es que la
generalizacién emergié como consecuencia directa de la construccién animada
y de la cadena de justificaciones encadenadas a lo largo de las actividades, y no
como una operacién posterior que el estudiante tuviera que efectuar por
separado.

La generalizacién mds fina aparecié en la actividad del trapecio escaleno.
Una estudiante argumenté que la férmula que habia justificado funciona para
todos los trapecios, ya que la visualizacién de la construccién le habia permitido
identificar tres componentes presentes en todas las variantes: la altura del
romboide, la base menor del trapecio invertido y la base mayor del trapecio
original. Con esos tres componentes generalizé la expresién como:

Area = BHOIXN
2

La operacién no consistié en aplicar la férmula a casos particulares, sino en
reconocer la estructura comdn que sostiene la férmula para toda la familia.

En la actividad del trapezoide simétrico, otra participante distinguié
primero el trapezoide simétrico del asimétrico mediante la construccién. La
justificacién de la férmula partié de marcar la diagonal mayor (D) para separar
la figura en dos tridngulos congruentes, y la diagonal menor (d) que
corresponde a las dos alturas de esos tridngulos unidas en un segmento. Como

cada tridngulo tiene base D y altura =, su drea es:

e Nl

Al multiplicar por dos para considerar los dos tridngulos, se obtiene la
térmula del trapezoide simétrico, A = DT'd . La participante también disefié una
férmula para el perimetro a partir de la suma de los cuatro lados, lo que no
estaba previsto en la guia. El caso de mayor alcance en términos de
generalizacién fue el de los poligonos regulares. La justificacién de la férmula
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partié del reconocimiento de que el pentigono se descompone en cinco
tridngulos congruentes, cada uno con base m (lado del pentdgono) y altura
igual a la apotema a. El drea de un tridngulo es "¢ |y como hay cinco, el drea
total del pentigono es:

5-(m-a) Sm-a
T2 T T2
Dado que el perimetro del pentigono regular es P = 5m, la expresién
general queda como 4 = £, El grupo extendi6 el razonamiento a un poligono
de n lados, donde el 4rea se generaliza como:

n-m-a P-a
A=—nmn—r-—— =
2 2

térmula vélida para cualquier poligono regular con perimetro Py apotema a.

La participante contrasté esta construccién con la prictica habitual de
trazar Gnicamente el contorno del poligono con lipiz y papel, prictica que
obstaculiza la identificacién de los tridngulos internos. En sus palabras, la
visualizacién dindmica la habilité para “ver lo invisible”, expresién que remite al
planteamiento de Arcavi (2015) sobre el papel de la visualizacién en la
didactica de la geometria.

A lo largo de los tres ejes, los hallazgos muestran un patrén comin, la
justificacién de cada férmula se apoya en una figura de referencia cuya drea ya
ha sido argumentada. El cuadrado y el rectingulo funcionan como piezas
iniciales, el romboide amplia el alcance, el tridngulo se argumenta como la
mitad del romboide, y los poligonos regulares se resuelven por descomposicién
en tridngulos congruentes. Esta secuencia de justificaciones encadenadas, que el
disefio de la ingenieria didédctica habilitd, es uno de los aportes no anticipados
que la confrontacién entre el andlisis a priori y a posteriori puso al descubierto.

Tabla 2

Andlisis comparativo de las respuestas antes y después de la intervencion diddctica

Contenido Diagnéstico (lapizy papel)  Intervencién (GeoGebra)

Confusién con romboide;

Rombo o, Justificacién con diagonales y con lado por altura
escasa justificacién
T . Aplicacién mecénica de la Generalizacién a partir de la visualizacién de tres
rapecios h
P férmula componentes
., . L. ustificacién por descomposicién del
Triangulo Férmula aplicada sin justificar J P P
paralelogramo en dos tridngulos congruentes
. Dificultad para distinguirlo del Construccién animada; dos expresiones
Romboide R |
rombo alternativas del drea
. . Errores en la relacién radio-  Construccion con radio explicito; argumentacién
Cuadrado inscrito . .
diagonal por propiedades
. Descomposicién en tridngulos congruentes
Poligonos regulares Uso limitado de apotema npos . & & ¥
generalizacién a n lados
Figuras compuestas Dificultad para descomponer ~ Descomposicién guiada por la construccién
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Sintesis comparativa diagnéstico-intervencion

Para cerrar la presentacién de los resultados, la Tabla 2 sintetiza el contraste
entre los hallazgos del estudio diagnéstico y los obtenidos durante la
intervencién didactica. La comparacién permite valorar el alcance de la
geometria dindmica en cada uno de los contenidos tratados.

Discusion

Los resultados muestran que justificar férmulas de geometria plana en un
ambiente dindmico no se reduce a aplicar un procedimiento, sino que moviliza
fenémenos cognitivos articulados entre si. La discusion retoma los tres ejes de
andlisis para ponerlos en didlogo con la teoria revisada en los fundamentos, y
cierra con las implicaciones para la formacién docente y las limitaciones del
estudio.

El arrastre y la superacién de la rigidez geométrica

El contraste entre los hallazgos del diagnéstico y los de la intervencién ofrece
evidencia sobre el alcance de la rigidez geométrica descrita por Larios-Osorio
(2006). En el diagnéstico, los estudiantes aplicaron férmulas de forma
mecdnica y manifestaron confusiones entre categorias préximas, como rombo y
romboide o trapecio escaleno y trapezoide. Esas confusiones no son atribuibles
a desconocimiento de las definiciones, sino al hecho de que el dibujo estitico
en papel no permite poner a prueba las propiedades definitorias. La figura
trazada con ldpiz funciona como una imagen prototipica que el estudiante
reconoce, pero no como un objeto que pueda variar y revelar lo que se
mantiene.

Durante la intervencidn, el arrastre cambié esa condicién. La animacién del
rombo con deslizadores permitié constatar que la figura degenera cuando el
dngulo se aproxima a 180°, y que esa degeneracién es precisamente la frontera
de la clase rombo. La construccién animada del trapecio escaleno hizo visibles
los errores de los estudiantes que no habian empleado la herramienta paralela,
ya que los segmentos perdian su disposicién durante la animacién. En
coincidencia con Dalcin-Oliveira (2013), la animacién produjo conviccién
sobre las conjeturas, pues una propiedad se sostiene como verdadera cuando se
mantiene invariante bajo el arrastre. Este criterio funcional de verdad
geométrica desplaza el dibujo estitico y lo sustituye por una clase de figuras
cuya identidad reside en sus invariantes. Borba y Villarreal (2005) documentan
esta misma concepcién variacional de los objetos matemdticos en otros
contenidos, lo que sitda el hallazgo dentro de una tendencia mas amplia sobre
el trabajo con tecnologia en educacién matemdtica. La figura geométrica deja
de ser un objeto fijo que el estudiante memoriza y pasa a ser un conjunto de
relaciones preservadas bajo la variacién de los pardmetros. Esta concepcién
acerca la ensefianza escolar al modo en que el matemdtico trabaja con sus
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objetos. En términos del ETG (Kuzniak et al., 2016), el arrastre articula con
mayor densidad las tres génesis del modelo, ya que obliga al estudiante a hacer
visible la propiedad definitoria (génesis figural) en el momento de operar el
software (génesis instrumental) y de explicar lo que ocurre en pantalla (génesis
discursiva). Falcade et al. (2007) propusieron que las herramientas de geometria
dindmica operan como instrumentos de mediacién semidtica, y los hallazgos de
este estudio ofrecen evidencia de ese funcionamiento en el campo de la
justificacién de férmulas.

La articulacién entre visualizacién y argumento

En cuanto a los fenémenos de visualizacién, los hallazgos muestran que la
imagen construida en GeoGebra no sustituyé al argumento matemdtico, sino
que operd como su punto de partida. Arcavi (2015) distingue tres dimensiones
de esa operacidn, y las tres aparecieron en las producciones del grupo. La toma
de conciencia, el momento que Freudenthal (1991) denominé “ajd”, aparecié
con claridad en la actividad del romboide. Al reconocer que la traslacién del
tridngulo D'EA convierte la figura en un rectdngulo de drea equivalente, los
estudiantes experimentaron ese instante de conexién entre la imagen y la
férmula.

Algo similar ocurrié en la actividad del trapecio, cuando la duplicacién y
rotacién 180° de la figura hizo aparecer un romboide ya conocido. Como
sistematicidad, la imagen abri6 el terreno para el argumento formal, tal como
ocurrié en la actividad del tridngulo, donde una participante combiné la
superposicién visual con los criterios de congruencia para sostener que la
térmula del tridngulo es la mitad de la del paralelogramo asociado. Como
prueba, la cadena deductiva se apoy6 en transformaciones visuales (traslacion,
rotacion, simetria) que funcionaron como secuencia explicativa entre la premisa
y la conclusién.

El hallazgo coincide con Presmeg (2006) sobre la relacién positiva entre la
construccién de imdgenes y la comprensién matemdtica, y agrega un elemento
que el disefio introdujo de forma deliberada. La visualizacién se acoplé con la
escritura mediante la consigna especifica de redactar la justificacién dentro de
los cuadros de texto del propio archivo de GeoGebra. Duval (2006) sitta en el
centro del aprendizaje matemdtico la capacidad de moverse con coherencia
entre distintos registros de representacién, y la consigna mencionada puso esa
capacidad en juego.

Al redactar, el estudiante tuvo que seleccionar los elementos centrales de la
figura y organizarlos como argumento escrito, lo que Zazkis et al. (1996)
describen como la conversién de una representacién visual en su expresién
verbal. Esa conversién no es una operacién trivial, porque al escribir el
estudiante reelabora lo que vio y produce una versién del argumento que puede
sostenerse sin la imagen.
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Un aporte no anticipado del estudio fue la aparicién espontinea de la
lectura vectorial del drea. El grupo reconocié que dos lados adyacentes del
romboide pueden interpretarse como vectores y que el drea corresponde al
médulo de su producto vectorial. Esta conexién entre la geometria plana cldsica
y el tratamiento vectorial no estaba prevista en el disefio. La confrontacién
entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori, momento central de la
validacién en la ingenieria didédctica, fue lo que permitié identificar este aporte
como un alcance adicional de la actividad.

La cadena de justificaciones como producto del disefio

La generalizacién de las férmulas surgié de la progresién del disefio y no como
una operacién que los estudiantes tuvieran que efectuar por separado. El
rectangulo fue la primera figura justificada, y a partir de ahi cada actividad
apoyé su argumentacién en la anterior. El romboide se derivé del rectingulo
por traslacién de un tridngulo, el tridngulo se obtuvo como la mitad del
romboide, y los poligonos regulares se resolvieron por descomposicién en 7
tridngulos congruentes con la apotema como altura.

Christou et al. (2005) y Yerushalmy (1997) sefialaron la diversificacién de
representaciones como condicién para la generalizacién. Los resultados aqui
presentados precisan ese planteamiento: la diversificacién produce genera-
lizacién cuando las representaciones estin encadenadas entre si, y no cuando
aparecen como ejemplos sueltos de un mismo contenido. La actividad del
pentigono lo muestra con claridad. La férmula generalizada:

_P-a

2

emergi6 al reconocer que cualquier poligono de 7 lados se descompone en #
tridngulos congruentes, descomposicién que el contorno trazado en papel no
hace visible. Una participante resumié esa diferencia con la expresién “ver lo
invisible”, que remite al planteamiento de Arcavi (2015) sobre la visualizaciéon
como acceso a estructuras que la representacién esttica oculta.

La cadena de justificaciones también amplia el repertorio de ejemplos
disponibles para el estudiante, lo que coincide con el planteamiento de Biehler
(1994) sobre la tecnologia digital como ampliacién del universo canénico de
los libros de texto. Sin embargo, los resultados sugieren que esa ampliacién no
es solo cuantitativa. Cuando el repertorio se organiza en una secuencia
argumentativa, la diversidad de ejemplos se transforma en una progresién
conceptual donde cada caso particular alimenta al siguiente, lo que es propio
del trabajo geométrico maduro.

A

Implicaciones para la formacién inicial docente
Los participantes de este estudio no son estudiantes de geometria en sentido
genérico, son futuros docentes de matemdticas en secundaria. Esa condicién le
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agrega una dimension a los hallazgos, ya que aprender a justificar una férmula y
anticipar cémo ensefiarla son procesos que en este grupo ocurrieron de forma
simultdnea. Una participante manifesté la intencién de llevar las actividades a
sus propios estudiantes, lo que muestra que la experiencia de construir y
justificar la férmula por si mismos se transforma en un recurso disponible para
su futura préctica.

Cuando el estudiante justifica una férmula, esa justificacién se convierte en
un recurso disponible para su futura ensefianza. A diferencia de la férmula
memorizada, la férmula construida trae consigo la secuencia de construccidn, el
andamiaje argumentativo y la experiencia de la manipulacién dindmica,
elementos que pueden trasladarse al aula de secundaria. Falcade et al. (2007)
describen ese funcionamiento al conceptualizar el software de geometria
dindmica como un instrumento de mediacién semidtica que participa en la
construccién del conocimiento matemdtico. Los cursos de Razonamiento
Geométrico, Magnitudes y Medidas, y Geometria Plana y del Espacio del plan
2018 de la Licenciatura en Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas
ofrecen un marco curricular donde la articulacién entre el contenido disciplinar
y el disefio didéctico tiene condiciones para sostenerse.

Un elemento adicional tiene que ver con el ritmo de la ensefianza. Las
nueve actividades se distribuyeron en sesiones semanales, con una construccién
por sesién. Este ritmo lento, propio de la ingenieria didéctica, ofrece
condiciones distintas de las que presenta una clase tradicional, donde la
térmula se enuncia al inicio y los ejercicios se suceden en minutos. El disefio
aqui descrito se aproxima a la idea de Freudenthal (1991) sobre la ensefianza
como reinvencién guiada, donde el estudiante reproduce en el aula la
experiencia de construir conceptos a partir de la exploracién. Aunque los
programas escolares imponen restricciones de tiempo, una revisién de la
distribucién horaria de los cursos de geometria en la licenciatura podria
habilitar disefios andlogos en otros contenidos del plan.

Limitaciones

Se identificaron cuatro limitaciones en el desarrollo de la investigacion. La
primera es que el estudio se realizé con un tnico grupo de 23 estudiantes, lo
que sugiere la transferencia con cautela de las conclusiones a contextos
similares. La segunda es que la evidencia se apoya en producciones escritas y
archivos del software, sin entrevistas sistemdticas que triangulen la interpre-
tacién. La tercera es que el seguimiento se centré en la fase de justificacién
dentro del aula normalista, sin observacion longitudinal de la transferencia
hacia la prictica docente en secundaria. La dltima atafie al rol del investigador,
quien fue también el docente responsable de las actividades. Esta doble
insercién favorece el acceso al campo, aunque introduce un posible sesgo de
cercania que conviene tener presente en lecturas posteriores de los datos.
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Conclusiones

El estudio analizé el proceso por el cual los estudiantes de la Licenciatura en
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemidticas en Educacién Secundaria
justifican las férmulas de superficie de cuadrildteros, tridngulos y poligonos
regulares en un ambiente de geometria dinimica. La evidencia obtenida en las
nueve actividades, organizada en torno a tres ejes de andlisis y contrastada con
el diagnéstico inicial, permite responder a las dos preguntas que orientaron la
investigacion.

Para la primera pregunta, sobre los fenémenos de visualizacién y su
articulacién con la produccién de argumentos, los hallazgos muestran que la
imagen construida en GeoGebra representé un punto de partida del
razonamiento, y no la ilustracién de una férmula previamente conocida. Las
transformaciones geométricas (traslacion, rotacién, simetria) sostuvieron la
cadena deductiva en cada actividad. Por su parte, la consigna de redactar la
justificacién dentro del propio archivo del software acoplé la visualizacién con
la escritura, lo que afianzé el argumento al obligar al estudiante a reformular en
lenguaje lo que habia constatado en pantalla.

Para la segunda pregunta, sobre el papel del arrastre en la superacién de la
rigidez geométrica y en la generalizacién de propiedades, los hallazgos
documentan dos efectos articulados. El arrastre transformé la figura geométrica
en una clase de objetos cuya identidad reside en sus invariantes, lo que desplazé
la concepcion estdtica del poligono que el ldpiz y el papel sostienen. Ademas, la
generalizacién a familias completas de figuras emergié de la progresién del
disefio, donde cada férmula se argumenté apoydndose en la justificada en la
actividad anterior, lo que produjo una cadena que arrancé en el rectingulo y
lleg6 hasta los poligonos regulares.

Un hallazgo no anticipado, identificado en la confrontacién entre el andlisis
a priori 'y el a posteriori, fue la aparicién espontinea de la lectura vectorial del
drea del romboide. Este aporte sugiere que el ambiente dindmico habilita
conexiones entre ramas de las matemdticas que habitualmente se ensefian por
separado, lo que abre una linea de exploracién para investigaciones posteriores.

Para la formacién inicial de docentes de matematicas, los hallazgos plantean
que cuando el estudiante construye y justifica una férmula con sus propios
recursos, esa experiencia se convierte en un punto de partida para su futura
ensefianza. El estudio aporta asi un caso concreto sobre cémo los cursos de
geometria de la licenciatura pueden articular el contenido disciplinar con el
disefio diddctico.

Quedan abiertas varias lineas de trabajo futuro. Una seria a posibilidad de
que el seguimiento longitudinal de los egresados permitiera valorar si las
précticas aqui documentadas se trasladan efectivamente al aula de secundaria.
Asi mismo ,se puede trabajar sobre el papel del lenguaje escrito durante la
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argumentacién geométrica, dimensién introducida deliberadamente por el
disefio, y su necesidad de un estudio empirico mds detallado. La extensién del
disefio hacia los volimenes de cuerpos, las transformaciones en el plano y las
secciones conicas aportaria elementos para valorar el alcance del planteamiento
en otros contenidos del curriculo de secundaria.

Referencias

Arcavi, A. (2000). Problem driven research in mathematics education. Journal of
Mathematical Behavior, 19(2),141-173.
https://doi.org/10.1016/50732-3123(00)00042-0

Arcavi, A. (2015). Revisiting aspects of visualization in mathematics education. Rivista
dell'Unione Matematica Italiana, 1(8), 143-160.

Arias-Cabezas, J. M., Maza Séez, 1., & Sienz de Castro, C. (2003). Formacion e

investigacion sobre el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion en
matemdticas para la ESO y los bachilleratos. Comunidad de Madrid.

Artigue, M. (1995). Ingenierfa didéctica. En M. Artigue, R. Douady, L. Moreno & P.
Gomez (Eds.), Ingenieria diddctica en educacion matemdtica (pp. 33-59). Grupo
Editorial Iberoamérica.

Balacheft, N. (1993). Artificial intelligence and real teaching. En C. Keitel & K.
Ruthven (Eds.), Learning from computers. Mathematics education and technology
(pp- 131-158). Springer.

Biehler, R. (1994). Functional thinking with graphs. Journal of Research in Mathematics
Education, 25(5),526-533.

Borba, M. C., & Villarreal, M. (2005). Humans-with-media and reorganization of
mathematical thinking. Information and communication technologies, modeling,
experimentation and visualization. Springer.

Christou, C., Pitta-Pantazi, D., Souyoul, A., & Zachariades, T. (2005). The embodied,
proceptual, and formal worlds in the context of functions. Canadian Journal of
Science, Mathematics and Technology Education, 5(2), 241-252.

Dalcin-Oliveira, L. M. (2013). E/ desarrollo de un pensamiento deductivo en el bachillerato
diversificado en un ambiente de geometria dindmica [Tesis de maestria no
publicada]. Instituto Politécnico Nacional.

Duval, R. (2006). A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of
mathematics. Educational Studies in Mathematics, 61(1),103-131.

Eliaj, E., Panaoura, A., Eracleous, A., & Gagatsis, A. (2006). Relations between
secondary pupils’ conceptions about functions and problem solving in different
representations. International Journal of Science and Mathematics Education, 5(3),
533-556.

Falcade, R., Laborde, C., & Mariotti, M. A. (2007). Approaching functions. Cabri tools
as instruments of semiotic mediation. Educational Studies in Mathematics, 66(3),

317-333.

Revista de Estudios en Prdctica Docente e Innovacion Educativa 1(2)


https://doi.org/10.1016/S0732-3123(00)00042-0

Visualizacién y justificacién de férmulas en geometria dindmica 39

Freudenthal, H. (1991). Revisiting mathematics education—China lectures. Kluwer
Academic Publishers.

Hitt, F. (1998). Difficulties in the articulation of different representations linked to the
concept of function. The Journal of Mathematical Bebavior, 17(1),123-134.

Kuzniak, A., Tanguay, D., & Elia, I. (2016). Mathematical working spaces in schooling:
An introduction. ZDM Mathematics Education, 48(6), 721-737.

Larios-Osorio, V. (2006). La rigidez geométrica y la preferencia de propiedades
geométricas en un ambiente de geometria dindmica en el nivel medio. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 9(3),361-382.

Pérez-Sanz, A. (2002). Geometria visual en Internet. SUMA, 41(1), 125-128.

Piaget, J. (1955). The language and thought of the child. Meridian Books.

Presmeg, N. (2006). Research on visualization in learning and teaching mathematics.
En A. Gutiérrez, & P. Boero (Eds.), Handbook of research on the psychology of
mathematics education (pp. 205-235). Sense Publishers.

Pumacallahui-Salcedo, E., Acufia-Quispe, C. 1., & Calcina-Alvarez, D. A. (2021).
Influencia del software GeoGebra en el aprendizaje de la geometria en
estudiantes de cuarto grado de secundaria en el distrito de Tambopata de la
regién de Madre de Dios. Educacion Matematica, 33(2), 245-273.

Sdnchez-Sinchez, E. (2003). La demostracién en geometria y los procesos de
reconfiguracién. Una experiencia en un ambiente de geometria dindmica.
Educacién Matemdtica, 15(2),27-53.

Sandoval-Ciceres, I. T. (2009). La geometria dindmica como una herramienta de
mediacién entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Educacion
Matemdtica, 21(1),5-27.

Secretaria de Educacién Publica. (2011). Plan de estudios, educacién secundaria. SEP.

Steen, L. A. (1988). The science of patterns. Science, 240(4852), 611-616.

Ursini-Legovich, S., & Orendain-Tremear, M. (2000). Geometria dindmica. Secretaria
de Educacién Publica.

Yerushalmy, M. (1997). Reaching the unreachable. Technology and the semantics of
asymptotes. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 2(1),
1-25.

Zazkis, R., Dubinsky, E., & Dautermann, J. (1996). Coordinating visual and analytic
strategies. A study of students’understanding of the group D4. Journal for
Research in Mathematics Education, 27(4), 435-457.

Revista de Estudios en Prdctica Docente e Innovacion Educativa 1(2)



40



